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' Resume. -Une fonction semi-continue superieurement u sur une variete presque complexe {X, J) 

^ ■ est dite plurisousharmonique si la restriction a toute courbe pseudo-holomorphe locale est 

sous-harmonique. Comme dans le cas analytique complexe, nous conjecturons que la notion 
de plurisousharmonicite pour une fonction u est equivalente a la positivite du (1, l)-courant 
idjdjU, (lequel n'est pas forcement ferme dans le cas non integrable). La conjecture est triviale 
dans le cas d'une fonction u de classe C^. Le resultat en question est elementaire dans le cas 
complexe integrable car I'operateur idjdj s'ecrit comme un operateur a coefficients constants 
dans des coordonnees complexes. On pent done facilement conserver la positivite du courant 
en regularisant avec des noyaux C°° usuels. Dans le cas presque complexe non integrable ceci 
ce n'est pas possible et la preuve du resultat exige un etude beaucoup plus intrinseque. Nous 
^ ' montrons la necessite de la positivite du (1, l)-courant idjdjU en utilisant la theorie locale des 

■ courbes J-holomorphes. Nous montrons aussi la suffisance de la positivite dans le cas particulier 
d'une fonction / semi-continue superieurement et continue en dehors du lieu singulier f~^{ — oo). 
Pour prouver la suffisance de la positivite dans le cas general oil u est une distribution reelle 

00 ' nous proposons une methode qui utilise un delicat argument de regularisation des fonctions 

, plurisousharmoniques introduit par Demailly f |Dem-2| ). La methode consiste a regulariser la 

fonction u a I'aide du flot geodesique induit par une connexion de Chern sur le fibre tangent de 
O ' la variete presque complexe, (cf. IPalp . 

(N 

Abstract.-If {X, J) is an almost complex manifold, then a function u is said to be plurisubhar- 
• monic on X if it is upper semi-continuous and its restriction to every local pseudo-holomorphic 

^ . curve is subharmonic. As in the complex case, it is conjectured that plurisubharmonicity is 

equivalent to the fact that the (1, l)-current idjdjU is positive, (the (1, l)-current idjdjU need 
not be closed here !). The conjecture is trivial if u is of class C^. The result is elementary in the 
complex integrable case because the operator idjdj can be written as an operator with constant 
coefficients in complex coordinates. Hence the positivity of the current is preserved by regular- 
^ ' ising with usual convolution kernels. This is not possible in the almost complex non integrable 

■ case and the proof of the result requires a much more intrinsic study. In this chapter we prove 
the necessity of the positivity of the (1, l)-current idjdjU. We prove also the sufficiency of the 
positivity in the particular case of an upper semi-continuous function / which is continuous in 
the complement of the singular locus /~^(— oo). For the proof of the sufficiency of the positivity 
in the general case of a real distribution u, we suggest a method depending on a rather delicate 
regularisation argument introduced by Demailly ( |Dem-2j i. This method consists of regularing 
the function u by means of the flow induced by a Chern connection on the tangent bundle of 
the almost complex manifold, (see |Pal| i. 
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1 Preliminaires 

Soit {X, J) une variete presque complexe de classe C°° et de dimension reelle 2n. On designe 
par £x = £x(^) le faisceau des fonctions C°° a valeurs reelles, par ir^y^ : Tx 0^ C — > j 
projection sur le fibre des (1, 0)-vecteurs tangents et par vr^'^ celle sur le fibre des (0, l)-vecteurs 
tangents. On designe par Txj le fibre tangent dont les fibres sont munies de la structure complexe 
donnee par J et par 

le faisceau des {p, g)-formes par rapport a la structure presque complexe J. On rappelle que sur 
une variete presque complexe la differentielle se decompose sous la forme 

ou pour toute /c-forme complexe lo G £{A'^{Tx ®j. C)*)(f/) au dessus d'un ouvert U et tout 
champ de vecteurs complexes ■■■,S,k ^ SiTx 'X)^ C){U) on a les expressions suivantes : 

dju;{Co,...,Ck)--= (-iyej'°-^(eo,-,^-,...,efc)+ 

o<i<fc 

0<j<l<k 



o<i<fc 

0<j<l<k 
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0<j<l<k 
0<j<l<k 

avec := vr^''^(^), [•, -J^'*^ := vrj''^[-, •] et de fagon analogue pour les indices (0, 1). Les bidegres 
des operateurs dj, dj, 6j et 6j sont respectivement (1,0), (0,1), (2,-1) et (—1,2). En effet 
si u; G £^'^j{U) est une (p, g)-forme alors les {p + q + l)-formes djUJ^ djUj, OjLo, OjLO sont nulles 
en restriction aux fibres Ap*Tx, r + s = p + q + I respectivement aux bidegres (r, s) {p + 
l,q), {r,s) 7^ {p,q+l), {r,s) / {p+2,q—l), (r, s) 7^ {p — l,p+2). On deduit alors que I'operateur 
T = dj, dj, 6 J oil 9 J verifie la regie de Leibnitz 

T{uAv)=TuAv+ (-l)<^"g ^ rj.^_ 
On a aussi les formules {dj u) = dj u, {6 j u) = 9 j u. 

Definition 1.1 On designs par Tj G £{A'^j'^T^ (g)^, T^' j)(X) le tenseur de la torsion de la 
structure presque complexe definie par la formule Tj{^,7]) := [^^'^ ^r]^^^j^'^ pour tout ^, G 
£{Tx (8)r C){U), oil U C X designe un ouvert quelconque. Le tenseur de la structure presque 
complexe est dit integrable si Tj = 0. 

On remarque que = si et seulement si 9 , = 0, si et seulement sid = dj + dj. On rappelle 
le celebre theoreme de Newlander-Nirenberg (voir [Wej . (HEj, IDem-lj . chapitre VIII, p^ . 
|Mii-Woo| et |New-Nir| V 

Theoreme 1.2 (Newlander-Nirenberg). Soit {X,J) une variete presque complexe. L'exis- 
tence d'une structure holomorphe Ox sur la variete X telle que la structure presque complexe 
associee Jqx ^oit egale a J est equivalente a I'integrabilite de la structure presque complexe J. 

On designe par Tim la mesure de Hausdorff p-dimensionnelle dans M"^ et par A la mesure de 
Lebesgue sur M"*. On designe par Br{x) la boule ouverte de M™ de centre I'origine et de rayon 
r > et par Sr{x) la sphere de dimension m — 1 dans M."^ de centre I'origine et de rayon r > 0. 
Soit / une fonction Borel-mesurable et localement bornee sur un ouvert U C W^. Pour tout 
Bj.{x) C C/ on definit les quantites 

/^B(/,x,r):=^^^ / /^5(/,x,r) - ^.-ij^^^^^) / f dn--\ 

Br{x) Sr{x) 

On a la definition suivante (cf. |Dem-lj pour plus de details). 

Definition 1.3 Une fonction f : U — > [—00, +00) semi-continue superieurement est dite sous- 
harmonique si elle verifie une des deux proprietes equivalentes suivantes : 

a) f{x) < /i_B(/, x, r) pour tout Br{x) C U ; 

b) f{x) < fisif,x,r) pour tout Sr{x) C U. 

Si / € C^([/, M) alors on deduit d'apres la deuxieme identite de Green que / est sous-harmonique 
si et seulement si A/ > 0. De fagon generale on a le theoreme classique suivant (cf. |Dem-l| . 
chapitre I). 
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Theoreme 1.4 Soit f une fonction sous-harmonique sur un ouvert connexe U . Alors soit f = 
—oo, soit f € L\^JJJ) et dans ce cas le Laplacien au sens des distributions A/ est une mesure 
positive. Reciproquement soit u une distribution sur U telle que Ait soit une mesure positive. 
Alors il existe une unique fonction f sous-harmonique sur U telle que u soit la distribution 
associee a f . 

On deduit d'apres le theoreme 11.41 q'ime fonction / est sous-harmonique sur un ouvert U si et 
seulement si pour tout x € U il existe un voisinage ouvert Vx C U de x tel que / est sous- 
harmonique sur Vx- 

On designe par j la structure presque complexe canonique sur = C, par Jq la structure 
presque complexe canonique sur M^*^ = C"" et par Bj C la boule complexe de centre I'origine 
et de rayon 5. On rappelle la definition suivante. 

Definition 1.5 Soit {X, J) une variete presque complexe. Une courbe J-holomorphe locale est 
une application differentiable 7 : Bg — > X telle que sa differentielle verifie la condition J{'y{z)) ■ 
dzl = dz7 • 3 pour tout z G Bg. 

On a la definition suivante. 

Definition 1.6 Soit {X, J) une variete presque complexe. Une fonction f : X — > [—00, -|-oo) 
semi-continue superieurement est dite J -plurisousharmonique si pour toute courbe J-holomorphe 
locale 7 definie sur le disque Bs C M^, la composee / 07 est sous-harmonique sur le disque Bg. 

Nous designerons par Psh{X, J) I'ensemble des fonctions J-plurisousharmoniques. Si 
u £ D2„(X, C) est une distribution a valeurs complexes sur X nous sommes particulierement 
interesses par le courant idjBjU G P'^'^(X). En general on designe par V ' {X) les sections 
globales du faisceau 

ou 2?2n('^) represente le faisceau des distributions a valeurs complexes sur X. II est bien connu 
que V'^'^{X) s'identifie naturellement par integration au dual topologique 'D'^_j^ ^_j^{X) de I'es- 
pace des {n — k,n — /c)-formes C°° a support compact muni de la topologie de 

la convergence localement uniforme de toutes les derivees (cf. |Dem-lj . chapitre I et |DeRj ). 
On utilisera pourtant dans la suite I'identification des notations 'D'^'^{X) = V'^^_j^ ^_^{X) . Le 
courant idjdjU s'ecrit explicitement sous la forme 

pour tout champ de vecteurs complexes ^1 £ £(Tx C){X). On rappelle que la derivee ^.u 
d'une distribution u par rapport a un champ de vecteurs ^ est donnee par la formule 

pour tout if E C). On remarque que si la distribution u est reelle alors le courant idjdjU 

Vest aussi. En effet en degre zero on a I'identite djdj = —djdj. Ceci decoule de la relation 

et du fait que les operateurs 6j et 9 j sont nuls en degre zero. Si (Ci, •••,Cn) est un repere local 
du fibre 7"^' j alors I'expression du courant en question par rapport au repere choisi est : 

id^d^u = i {Ck.Cl.u-[CkXlf'^■u)Ckr^Ct (1.2) 

l<fc,/<n 



4 



On remarque que dans le cas integrable, si on considere un repere local holomorphe Cfc € 
0{t]^^j){U), k = 1, ...,n, on a [Ck,Ci] = pour tout indice k,l. Rappelons maintenant la defini- 
tion suivante : 

Definition 1.7 Une {p,p)-forme u G A^'^TJ^^ est dite positive si u{^i, J^i, J^p) > pour 
tout vecteur ^i, € Tx,x- 

Une {q, q) -forme v € A-^''?rj^ est dite fortement positive si elle pent etre exprimee sous la forme 

f = ^ At iat^i A at,i A ... A iat,q A at,q 
avec Xt>Oet Ot^k S {Tx^j J* 

Bien evidemment I'ensemble des {q, (/)-formes fortement positives est un cone convexe ferme. 
II est bien connu que I'ensemble des (p,p)-formes positives est le cone dual des (g,g)-formes 
fortement positives, ou q = n — p, via la dualite donnee par le produit exterieur (cf. |Dem-l| . 
chapitre III et |Lelp . La dualite en question implique alors que toutes les formes positives sont 
reelles, (les formes fortement positives etant reelles). Soit 

u = iP' uk,hCk^Ch 

\K\ = \H\=p 

une {p,p)-forme et = (Af^fc Cfc + ^t,kCk), t = ^t--,P, vecteurs reels. On designe par A = 
(At,fc) G Mp^„(C) la (p, n)-matrice associee aux coefficients Aj_fc. Les identites 

6 A JCi A ... A A JCp = 2P{-ire{^ A A ... A ^^'O A 

et (— = {P impliquent les egalites 

n(ei, J6,-,ep, J^p) = 2*'(-i)Mei'°,e?'\-,e^'°,e°'') = 

= 2P ^ UK,H det Xk ■ (det Xh)- 

\K\=\H\=p 

On aura alors que la (p,p)-forme u est positive si et seulement le dernier terme de I'egalite 
precedente est positif pour toute matrice A. Dans le cas p = 1 la matrice hermitienne (uk^h) 
associee au coefficients de la forme u est semidefinie positive et une diagonalisation de celle ci 
montre qu'on peut exprimer u sous la forme u = X]i<t<r ^Oit oit-, on r est le rang de la forme 
u. On a done que la notion de positivite coincide avec celle de forte positivite en degre (1, 1) et 
par dualite aussi en degre (n — l,n — 1) (et bien evidement en bidegre (0,0) et (n, n)). Nous 
montrons maintenant un premier resultat qui exprime la relation forte qui existe entre les formes 
positives et les fonctions plurisousharmoniques. 

Lemme 1.0.1 Soit f € C^(X, M). Alors f € Psh{X, J) si et seulement si la forme idjBj f est 
positive. 

Preuve. Nous commengons par montrer la necessite de la positivite de la forme idjdj f . En effet 
soit ^ G Tx^x un vecteur reel. II existe alors une courbe J-holomorphe 7 telle que 7(0) = x et 

^ = 0^7(^1 ) (voir par exemple Particle de Sikorav, theoreme 3.1.1 dans I'ouvrage de Audin 
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et Lafontaine |Au-Laj ou la preuve du theoreme 12.21 qui suivra). Le fait que la courbe 7 soit 
J-holomorphe implique la premiere et troisieme des egalites suivantes : 

ce qui montre la necessite de la positivite. Le meme calcul, avec z G i?^ a la place de 0, montre 
aussi la sufRsance de la positivite. □ 

Definition 1.8 line fonction f G C^(X, M) sur une variete presque complexe {X,J) est dite 
strictement J -plurisousharmonique s'il existe une metrique hermitienne lo G C^{A^^'^T^){X) sur 
le fibre tangent telle que idjdjf > u. 

Quelques exemples elementaires de fonctions strictement J-plurisousharmonique. 
Exemple 1. On deduit facilement que si (zi, ...,2:^1) sont des coordonnees C°° telles que J(0) = 
Jo, on a I'ecriture 

id^,dj (e, mz) = 2 ^^(z) Ck^i + o(|z|)(e, 0, 
k,i ^ ' 

(voir par exemple le lemme iB.l.ip . On a alors que la fonction f{z) = \z\^ est strictement J- 
plurisousharmonique sur un voisinage de I'origine des coordonnees. 

Exemple 2. Soit := S^Tx, J une puissance de Schur du fibre tangent et considerons une 
metrique hermitienne sur Fj telle que la courbure au sens de Griffiths soit strictement negative 
en un point x. Soit (0"^)^ C £{Fj){U) un repere local presque-holomorphe special au point 
X ^ U. En utilisant le lemme precedent on deduit, d'apres les remarques faites dans |Pa Ij . que 
les fonctions fk ■= Iffcl^ sont strictement J-plurisousharmoniques au voisinage du point x. □ 

Pour reduire I'hypothese de regularite de la fonction /, on a besoin de donner quelques ele- 
ments de la theorie des courants positifs sur les varietes presque complexes. Pour faire ceci on a 
besoin de quelques resultats et notions preliminaires que nous presentons tout de suite. 

2 Plongements par feuilles courbes J-holomorphes et champs de 
vecteurs J-plats sur les varietes presque complexes 

On designe par i?2r ^ 1^ boule ouverte de dimension 2n, de rayon 2r et de centre I'origine. 
On veut plonger dans une variete presque complexe {X, J) de dimension complexe n le cylindre 
Bg X B^~^ C C", avec 6 > sufRsamment petit, de telle sorte que les disques Bj x p, p 
se plongent de fagon J-holomorphe dans X. De plus on veut pouvoir plonger dans toutes les 
"positions possibles" les cylindres precedents. L'existence de ces plongements est directement liee 
a la notion de champ de vecteurs J-plat qu'on introduit ci-dessous. 

Definition 2.1 Un champ de vecteurs reel ^ G £{Tx \ Ox)iU) au dessus d'un ouvert U est dit 
J-plat s'il verifie I'equation differentielle non lineaire de premier ordre [S,,J(,] = sur I'ouvert 
U. On designe par Pj{U,Tx) I'ensemble des champs de vecteurs J-plats au dessus de U. 
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D'apres le theoreme de Newlander-Nirenberg on deduit que si la structure presque complexe 
est integrable alors tout champ de vecteurs reel liolomorphe ^ G 0{Tx \ Ox){U) au dessus 
d'un ouvert U quelconque est J-plat. On a le resultat general suivant qui assure la possibilite 
d'effectuer des plongements du cylindre, dont les feuilles sont des courbes J-holomorphes, en 
toutes les positions possibles et I'existence locale "en grande quantite" des champs de vecteurs 
J-plats. 

Theoreme 2.2 Soit {X, J) une variete presque complexe de dimension complexe n. Pour tout 
point xq G X il existe un voisinage ouvert Uxq de xq et un voisinage ouvert B{Tu^^ ) C T[/^^ , 
BiTjj^^) ~ Uxq X 5", de la section nulle sur Uxq tels que : 

A) // existe une application de classe C°° 

^:BlxB{TuJ^X 

telle que pour tout v € B{Tu^^) Vapplication z ^ B\ ^ ^{z,v) est une courhe J-holomorphe qui 
verifie la condition dt^{0, v) = v, z = t + is. 

B) // existe une famille de plongements (^'q : Bj x B^~^ — > X)a£i de classe C°° telle que 
pour tout a € / ^2 € Bg~^ les applications 

Zi G B} ^ ^aizi,Z2) 

sont des courbes J-holomorphes, "^a{Bg x B^~^) D Ux^ et 

Tx,p \ Op = [xdt^aiO, 0) I A G M \ 0, a € /} = j C e T^)} 

pour tout p G Uxo, {zi = t + is). 

Avant de passer a la preuve du theoreme l2.2l on a besoin de quelques preliminaires techniques. Soit 
Jo la structure presque complexe usuelle sur M^" identifie avec C" via 1 'identification z = {x,y). 
Nous considerons un systeme de coordonnees locales centrees en xq G A et on suppose, quitte a 
effectuer un changement lineaire de coordonnees, que J(0) = Jq. On considere aussi une boule 
ouverte i?2r ^™ laquelle I'endomorphisme J + Jo est inversible et on pose par definition 

qj := (Jo + J)-^ • (Jo - J) G C°°(i?ndK(M2"))(i?2"J. 

On remarque que gj(0) = 0. On suppose pour simplifier les notations qui suivront que r = 1. 
Si 7 : i?J — > {B^^J) est une courbe J-holomorphe, la condition de J-holomorphie dg^ = 
J(7)9t7, z = t + is pent etre ecrite de fagon equivalente sous la forme 

9.-7 + gj (7)5.7 = (2.1) 

ou dz ■= ^{dt + Jods) et dz ■= ^{dt — Jods). En effet en utilisant les identites dt = ^(9. + dz) et 
ds = ^{dz — dz) on pent ecrire la condition 0^7 = J{'j)dt'j sous la forme 

(Jo + J(7))5.-7= (Jo- J(7))5.7- 

L'inversibilite de I'endomorphisme J + Jq donne alors I'ecriture sous la forme H2.H1 . On rappelle 
aussi (voir Particle de Sikorav dans I'ouvrage de Audin et Lafontaine |Au-Laj pour plus de 
details) que I'operateur 

P : C''+^{Bl; C") — > C'=+^+^(5j ; C"), 
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fc € N, // E (0, 1) defini par la formule Pj{z) 



= P'-/{z) - P'j{0), avec 



verifie les proprietes suivantes : o P = I et pour tout entier A; € N et /i G (0, 1) il existe une 
constante Ck^/j. > telle que pour toute courbe 7 e C*^+''(Sj ; C") on a I'estimation 

\\Pl\\k+^.+l < (2 + Cfc,^)||7||fc+M, (2-2) 

ou II • ||fc+^ designe la norme de Holder usuelle sur Pour prouver le theoreme 12.21 on utilisera 
la remarque essentielle suivante, utilisee par McDuff (voir le lemme 1.4 dans |McD| ) et aussi par 
Sikorav pour prouver le theoreme 3.1.1 dans I'ouvrage |Au-Laj : une courbe 7 : Bl — {B2 , J) 
est J-holomorphe si et seulement si la courbe 

70 := 1 + P(qj{l)dz^^ 

est Jo-holomorphe. De plus on a I'egalite 70 (0) = 7(0). 

On aura besoin de quelques remarques elementaires de topologie differentielle qui seront utilisees 
plusieurs fois dans la suite. 

Remarque 1. Soit f : X x Y — > Z une application entre espaces topologiques telle que 
I'application : X xY — > X x Z, ^f{x,y) := {x,f{x,y)) soit ouverte. Alors pour tout 
(xo^yo) £ X xY, pour tout voisinage ouvert cY de yo et pour tout compact K C fxoi^yo) 
(ici on pose par definition fx := f{x, •)) il existe un voisinage ouvert Uxq C X de xq tel que 
pour tout X G on a /^(l^/o) ^ L'hypothese precedente est verifiee par exemple si / est 
une application de classe entre varietes de Banach telle que pour tout x G X I'application 
fx '■ Y — > Z soit un plongement ouvert, autrement dit fx est injective et 

dyfx ■■ TY,y — > Tzj^{y) 

est un isomorphisme pour tout y G y. En effet dans ce cas le theoreme d'inversion locale im- 
plique que I'application est ouverte. 

Remarque 2. Dans le cas ou I'application fx^ ■ Y — > Z est un plongement ouvert seulement 
en un point xq £ X on a d'apres le theoreme des fonctions implicites que pour tout compact 
K d Z i\ existe un voisinage ouvert Vk C Z de K, un voisinage ouvert W C Y de fxt^^iVx) et 
un voisinage ouvert Uxq C X de xq tel que pour tout x G Uxq I'application 

f.- fx\VK)nw ^Vk 

soit un diffeomorphisme de classe C^. 

Remarque 3. Le theoreme des fonctions implicites implique que si f : X x Y' — > Z est 
une application de classe entre varietes de Banach telle qu'il existe un point xq X et un 
ouvert relativement compact Y C Y' (done Y' est de dimension finie) tels que fxQ ■ Y — > Z 
soit injective et 

dyfxo ■ TY',y — > Tzj^^^y) 

soit un isomorphisme pour tout y £ Y, alors il existe un voisinage ouvert C/^o C X de xq tel que 
pour tout x G Uxg I'application fx ■ Y — > Z est un plongement ouvert. 
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Preuve du thftorame 12.21 
Preuve de la partie A 

Pour tout entier A; € N, k > 2 nous considerons I'application de classe C'^~^ 

F : [0, 1] X C''+^'{Bl x B"^ x B"^; B^) C^+^'{Bl x B^ x B"^; C") 

(e,0) ^ cl, + P,{qj{e^)d,ct?j 

ou G (0, 1) est une constante fixee et {Pz4>){z, x, v) := {P(l){-, x, v)){z), {z, x, v) € Bl xB^ x B^. 
Considerons aussi I'application holomorphe H £ 0{B\ x 5f x ; Bl^) definie par la formule 
H{z, X, v) := X + zv. 
Le fait que I'application 

Fo := F(0, •) : C''+''{BI x Bl' x B'^-B^) — > C''+f{Bl x B'{ x B'^-C'') 

soit I'inclusion canonique entraine, d'apres la remarque 2, I'existence d'un voisinage ouvert C 
C^+i^{B\ X B'1 X B]^;B'^) de H (avec Vfc D Vfc+i), d'un voisinage ouvert 

Wfc C C''-^^'{Bl X Bl X B'1; B^) 

de Vfc, Wfc D Wfc+i et de Eq G (0, 1] tel que pour tout e € [0, Eq] I'application 

F,:F~\Vk)nWk^Vk 

est un diffeomorphisme de classe C''~^. On pose alors par definition := F~^{H) et on remarque 
que I'application e G C°°(i?| xi?f xi?"; ^2 ) est J-holomorphe par rapport ala variables G B\. 
Nous considerons maintenant I'application de classe C°° 

X : [0,eo] X B^^ x B^^ x C" 

{e,x,v) I — >{x,dt(l)e{^,x,v)), 

z = t + i s. On rappelle que (/'^(O, x, v) = x. Le fait que I'application xo := x(Oi ') ') soit I'inclusion 
canonique entraine, d'apres les remarques 3 et 1, que quelque soit r € (0, 1) et p G (0, r) il existe 
El = Ei{r,p) G (0, eo] tel que pour tout e G [0,ei] I'application 

Xe : X B^ Xe{B^ X B^) dB^xB^ 

est un diffeomorphisme de classe C°°. On considere I'application Xe^ '■ Bp x B^ — > i?" x i?" et 
on definit I'application 

-.Bl X Bl'p X B^p ^ 

{z,x,v) I — ^e(/>£(2:,x7"^(e~"^a:^>^~"^^'))- 

Si on pose par definition C/^o := B^^ et B{Ti/^^) := B'^^ x B^^ on a que I'application $e verifie les 
conditions de la partie A de I'enonce du tlieoreme l2.2l On verra de suite que pour satisfaire aussi 
la conclusion B du theoreme l2.2l il est necessaire de considerer un voisinage ouvert C4.q plus petit. 

Preuve de la partie B 

On rappelle qu'on designe par Jq la structure presque complexe usuelle sur M?^ identifie a C" 
via z = (x, y). Avec cette identification on voit le groupe Gl{n, C) comme sous-groupe du groupe 
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G/(2n,M). Precisement A G Gl{n,C) C Gl{2n,W) si et seulement si AJq = Jq A. Dans la suite 
on designera par U{n) := 0{2n) n G/(n, C) le groupe unitaire. Soit 5 = p/2 et 

/ : X S^^i X U{n) — > 3""^ C R^" = C" 

I'application definie par la formule 

l{p,Z2,A) =p + a{x2 ■ • ^ 

avec 1 'identification Z2 = (^2,^2) et X2 = {x2, 7/2 = (2/2, Vn)- Considerons done I'appli- 

cation de classe C°° 



$ :[0,ei] X {B} x B^-^) x B^ x [/(n) 
(e;(zi,Z2);(p,A)) 



B^ 



cPe [zi,Xe^ {Kp, Z2,A); ^^)) , 



ou (pe := ^{H) est I'application definie dans la preuve de la partie A. Avec 1 'identification 
(zi, Z2); {p, A)) = ^s'^i^i, Z2) on a les proprietes suivantes : 

$?'^(0,Z2) = /(p,Z2,^) 

d 



dM'''{Q,Z2)=A — 

0x1 



c^g'^lzi, Z2) = t + S A-^^ + l{p, Z2, A) 

(rappelons que zi := t + is). Soit 61 G (0,6) un reel suffisamment petit pour pouvoir assurer 
I'inclusion Bf C ^l' {Bj x 5^"^) pour tout peBfetAe U{n). On aura alors que I'image 
du plongement 

$0 X I :{B} X B^-') xBlx U{n) ^B^xBf^x U{n) 

((zi, Z2); (P, A)) ^ ^2); (P, A)) 

contient le compact B^^ ^^Si ^U{n) (rappelons que le groupe U{n) est compact). On aura d'apres 
les remarques 3 et 1 I'existence de £2 £ (0, ei] tel que pour tout e G (0, £2] et {p, A) G B^^ x U (n) 
I'application 



d 



d 



: X B^^-^ 



^P^^iB} X B^r') D Bl 



est un diffeomorphisme de classe C°°. Nous considerons done I'application 

: X S--!) X i?;',^ X U{n) B^^ 

definie par la formule ^-f'^ := e^l ^' , {p,A) G S^^^ x U{n) et on remarque qu'elle verifie les 
proprietes suivantes : 



^P'^iBj X B^-') D BX 



^rP.^(0,0) =p 



dtn^\^.^2)=eA^^ 



10 



On definit les champs de vecteurs J-plats 

sur I'ouvert -B"^^. Le fait que I'action de U{n) est transitive sur la sphere (voir |Bo-Tuj l 

entraine que la famille 

{X^p,A G Pj{Bl's,,Tx) I A € M \ {0}, {p, A) G B^s, x U{n)} 

engendre ponctuellement (au sens ensembliste) Tx\B"g \ Ox, ce qui prouve la partie B du 
theoremeEHavec U^.^ := B^g^ et / := B^g^ x U{n). ' □ 

Le lemme elementaire suivant montre que tout champ de vecteurs J-plat provient localement 
d'un plongement dont les feuilles sont des courbes J-holomorphes. 

Lemme 2.0.2 Soit {X, J) une variete presque complexe de dimension complexe n et ^ un champ 
de vecteurs J-plat sur un ouvert U. Pour tout x £ U il existe un voisinage ouvert Ux C U de 
X et une carte locale {Ux,cr^^), : Bj x B^~^ — > Ux, compatible avec I'orientation canonique 

de {Ux,J) telle que pour tout G B^~^ , les applications zi £ Bj 0-^(21,2:2) sont des courbes 
J-holomorphes et da^{-^) = cr^, zi = xi -\- iyi. 

Preuve. Soient U2, ...,Wn S Tx^x des vecteurs tels que ^(x),t'2, ■■■■,Vn soit une base sur C de Tx.x 
et r des coordonnees locales centrees en x telles que : 




pour tout k = 2, ...,n, (on designe par (xi, yi, rE„, y„) les coordonnees sur M^"). On designe 
par 4)^, : Vx x {—6,6) C X x M. — > X les flots respectifs des champs et J^ au voisinage 
Vx de X (pour simplifier les notations on utilisera dans la suite I'identification (p^{x,t) = (/>|(a;)) 
et on considere I'application : Imr — > X definie par la formule 

a^{xi,yi,...,Xn,yn) ■= <pf o (j)f^o T~'^{0,0,X2,y2, ■■■,Xn,yn) = 
= o </.^'l o T'^(0,0,X2,y2, ...,Xn,yn)- 

D'apres le theoreme d'inversion locale on a I'existence d'un voisinage ouvert Ux d U de x tel 
que {Ux^crJ^) soit une carte locale compatible avec I'orientation canonique de {Ux-, J) telle que 




Si on suppose '^{Ux) = Bj x B^ -"^ c x on en deduit que les applications {t, s) e Bj 
a^{t, s,a2,b2, ■■■,an.,bn) sont des courbes J-holomorphes pour tout (02, 62, On, ^n) £ B^~^ . □ 

On aura besoin aussi du lemme suivant. 
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Lemme 2.0.3 Soit {X, J) une variete presque complexe de dimension complexe n et soit 7 : 
Bj — > X une courbe J-holomorphe lisse. II existe alors un plongement 

a : Bp X B'p~^ — > X, p £ (0, 6) de classe C°° qui preserve les orientations canoniques tel que 
les applications cj(-,Z2), Z2 G B"^'^ soient des courhes J -holomorphes et cr(-,0) = 7. 

Preuve. Soit B2 C X une boule coordonnee telle que J(0) = Jo et 7(0) = 0. Soit /iA : -Bj — > 
B\, IjLx{z) = Xz rhomothetie de facteur A > et 7a, A E la courbe J-holomorphe definie 
par la formule 7a := ^ ° P\- Considerons la famille de courbes Jo-holomorphes (uA)Ae(o,5] definie 
par la formule 



A-i 



i\ + p{qj{i\)dzi\j 



Considerons des vecteurs ^2, ■■■■,^n £ I^^" = C" tels que les vecteurs \dtux{{)),^2: ■■■,Cn forment 
une base Jo-complexe de M^" et la famille d'applications Jo-holomorphes 

iHx)xem'^'^(BlxBr';B^), 

definie par la formule Hx{zi, Z2) = ux{zi) + ^ ■ Z2. Nous considerons aussi I'application 

F : [0, 1] X C^'+^'iBl X B"^-^; B^) — > C''+^{B\ x B^"^- C") 

definie comme dans la preuve du theoreme 12.21 Le fait que I'ensemble 

{Hx)xm&] c X ^r'; ^2 ) 

soit compact, (pour tout fc > 1) entraine, d'apres la remarque 2 de la preuve du theoreme 12.21 
I'existence d'un p G (0,(5] pour lequel il existe les applications c^e := F~^{H^)^ e G (0,p], (les 
applications sont definies comme dans la preuve du theoreme 12 .211 . De fagon explicite on a 
done I'identite 

+ -Pji ( 9j(e0e) 0e) = He. 



On deduit alors, grace a I'inegalite H2.2|l . que pour e > suffisamment petit, (disons e G (0, /o]), 
on a I'inegalite 

\\4>e - He\\k+^Ji+l < £Ck,f,\\dQqj\\ ■ ||<^e|U+^ • ||#£||fc+^, 

qui compte tenu de la compacite de la famille {(f>e)e&{o,p] C C''~^^{Bl x -B"~^; B2), (pour tout 
A; > 1) implique I'inegalite 

\\4'e - Hs\\k+^_L+l < C'l^^^e. 
On considere le plongement lineaire L{zi, z^) := d^^i^zx) -|- ^ • 22 et on remarque I'inegalite 

We - -^llfe-t-M+l = hi-e - C^07l|fc+M+1 ^ '^C'fc,/. No^J || • IMoTIP , 

pour tout E G (0,/9]. On deduit alors que les applications sont des plongements pour p > 
suffisamment petit (voir lemme 1.3 du chapitre 2 dans I'ouvrage de Hirsch |Hirp . On considere 
done les plongements V'e := ^4>e et on remarque les egalites 

V'e + (9j(^£) V'e) 0) = eUe = 7^ + ^^i i^Ale) "^^iTe) 

qui montrent I'egalite V'e(',0) = 7e. On deduit alors que I'application 

(2:1,2:2) G 5p X 5^-^ cr(2i,2;2) := i)p{p~^ zx.z^) 
est le plongement voulu. □ 
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3 Courants positifs sur les varietes presque complexes 



3.1 Generalites 

On commence par rappeler quelques definitions generales de la theorie des courants. 

Definition 3.1 Soit Q G un courant de degre k, d'ordre zero sur une variete differen- 

tiable X orientable et orientee de dimension n. Une masse du courant O est une mesure de 
Radon positive ^ sur X telle que si tp G £{A'^T^){X) est une forme de volume arbitraire et si 
A C X est un ensemble de Borel alors fJ.{A) = si et seulement si ■■■,^k) ■ V' = pour 

tout champ de vecteurs ^i, ...,^fc G £{Tx){X). 

On remarque que si /ii et ^2 sont deux masses du meme courant alors I'une est absolument 
continue par rapport a I'autre. II est bien connu, (cf. |Fed| . |G-M-Sj ) que tout courant d'ordre 
zero admet une masse qui pent etre definie par la formule 

^ig{Q){U) := sup 

pour tout ouvert U C X relativement compact dans X, (ici g est une metrique Riemannienne sur 
X). Avec les notations de la definition 13. li on a par consequence du Theoreme de Radon-Nikodym 
I'existence d'une A;-forme 6*^,/, telle que pour tout champ de vecteurs S £{Tx){X) la 

fonction ^fc) € Lj^jX,Bx, 1^) (ici Bx designe la cj-algebre de Borel) est definie //- 

presque partout par la formule 

:= lim — ^3— -- / 9(^1, • -0 

Br{x) 

oil Br{x) est une boule de rayon r relative a un ouvert coordonne quelconque. On aura alors 
pour tout Borelien A G Bx I'egalite 

J 0(6, •••,6) • ''A = y Ofi,,p{^i,-;Ck)dn 
A A 

qu'on denote souvent sous la forme = 6^^^ ■ fi. Nous rappelons maintenant quelques resultats 
de base de la theorie des courants d'ordre zero (cf. |Fedj . |(T-M-Sp . 

Theoreme 3.2 (Compacite faible de la masse). Soit{@u}u C V'^{X) une suite de courants 
d'ordre zero telle que supj^ ^{Qu){U) < 00 pour tout ouvert relativement compact U de X . II existe 
alors une sous-suite {@uj}uj de {@u}u convergente pour la topologie faible des courants d'ordre 
zero vers un courant d'ordre zero e G V'^X). 

Ce theoreme est juste une consequence du theoreme classique de Banach-Alaoglu. Le theoreme 
precedent admet un reciproque que nous enongons sous la forme suivante. 

Theoreme 3.3 Soit {Qv}u C T>'^{X) une suite de courants d'ordre zero telle que sup^ | (Ojy, Lp) \ < 
00 pour toute forme a support compact (f G {A'^~^T^){X) . Alors les masses des courants Q^, 
sont localement equi-bornees au sens suivant : pour tout ouvert relativement compact U de Xon 
a supj, /i(0,y)(C/) < 00. 

Ce theoreme est simplement une consequence du theoreme classique de Banach-Steinhaus. Nous 
avons aussi la lemme tres utile suivant. 
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Lemme 3.1.1 Soit {Qu}y C V"'{X) une suite de courants d'ordre zero convergente faiblement 
vers un courant d'ordre zero 6 G 'D'^{X). Si swpy ^i{Qu){X) < oo alors la suite {Qu}u converge 
vers le courant dans la topologie faible des courants d'ordre zero. 

Considerons a partir de maintenant une variete presque complexe {X, J) de classe C°° et de 
dimension reelle 2n munie d'une metrique uj G £{A^^'^T^){X) et les (p,p)-formes fortement 
positives ujp := l/plu;^ pour p = 0, ...,n. On remarque que Un est la forme de volume associee a 
la metrique uj. Les notations precedentes seront utiles pour montrer I'equivalence des definitions 
suivantes. 

Definition 3.4 Un courant Q € 'Dp p{X) sur une variete presque complexe {X, J) est dit positif 
si il verifie une des trois proprietes equivalentes suivantes. 

a) Pour tout champ de vecteurs reels ^i, ...,^„_p € £{Tx){X) et pour toute forme if € 2?^"(X) 
positive on a I'inegalite 

{Q{^l,J^l,-,(n-p,JU-p),^) >0. 

b) Le courant Q est d'ordre zero et le courant Q AtOp determine une masse \\Q\\uj du courant Q 
telle que quel que soit le representant 

e ^||ei|.,.„ e (^(A™-^T1) 0,^^,, cUBx, \\@U){X) 

de la forme ^yen^^ '^'^ ^ forme 0^^{x) € J^^-P'^~v ^ est positive pour \\Q)\\^-presque 

tout X G X. 

c) Pour tout {p,p) -forme ip € £^(A^'PTJ)(X) fortement positive le courant Q A if determine une 
mesure de Radon positive. 

Le cone des courants positifs de bidimension {p,p) sera note par T>'p p{X)^ . 

Preuve de I'equivalence. Nous montrons les implications a) =^ c) et c) b). L'implication 
b) =^ a) est evidente. Commengons par prouver l'implication a) =^ a). 

Soit U C X un ouvert coordonee, soit (Ci, Cn) un repere du fibre T^' j |^ et {pe)£>o une famille 
de noyaux regularisants usuels. Si 

\K\ = \H\=n-p 

est I'expression locale du courant on definit les (n — p,n — p)-formes 

\K\ = \H\=n-p 

Soient de plus ^i, G £{Tx){U) des champs de vecteurs a coefficients constants par rapport 
au repere (Ci,...,Cn)- L'egalite 

JCl, ■■■,^n~p, Jin~p) * Pe = (0 * Pe)(65 J^l, ■■■,Cn-pi J in~p) 

entraine que les formes Q*p£ sont positives. Pour tout (p,p)-forme (p G £{APj'PT^){X) fortement 
positive on a alors I'inegalite (0 * ps) A 99 > 0. En passant a la limite on obtient la conclusion 
voulue. 

Nous montrons maintenant l'implication c) =^ b). Montrons d'abord que le courant est 
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d'ordre zero. Soit U C X sur lequel Tx\u est trivial et soit (Ci,---,Cn) un repere w-orthonorme 



du fibre jjc/- formes ujp s'expriment afors par rapport au repere choisi sous la forme 



_ 



\K\=p 



Pour tout multi-indice \L\ = n — p on designe par i? := CL le multi-indice complementaire de L 
dans I'ensemble {1, ..,n}. On a alors que le courant 

eL,L-a;„ = if'2""eAa,Aa 

pent etre identifie avec une mesure de Radon positive sur I'ouvert U. Nous reprenons maintenant 
un calcul fait par Demailly dans IDem-lj . chapitre III. On designe par R := ZK, Q := Ci7 les 
multi-indices complementaires de K et dans I'ensemble {1, et avec e, := ±1, ±i. Avec 
ces notations on aura alors : 



aG{Z/4Z)P l<s<p 

En effet il suffit de remarquer I'identite exterieure 



4c; A Ck = (c; + C) A (c; + q) - (c* - a) a (c; - q) 



(3.1) 



Le fait que les formes 



+iiC* + iCk) A (C; + iQ) - i{Q - Kl) A (C* - KD- 
A ^(C.+^'^^C)A(c^T^) 

l<s<p 



(3.2) 



sont fortement positives entraine, par hypothese, que les courants Qx^H'^n peuvent etre identifie 
avec une mesure de Radon complexe sur I'ouvert U , ce qui montre que le courant G est d'ordre 
zero. D'autre part on a les egalites 

2-eA A ( E J(C. + ^"^C)A(c^TI^ 

l<s<p as(^{1/AZ) 



2-"eA A «;.AC.+iCAC*J 

l<s<p 



oil E est un ensemble d 'indices de cardinalite inferieure ou egale a 2^, Mt C ii U Q est un 
p-multi-indice et Ht := CMj. En utilisant I'expression (j3.H) on obtient alors I'inegalite suivante : 



sup 

I/I<1 



V 



J &K,H • /u;„ < 2P ^ J Gl,l ■ UJn < +00 



(3.3) 



LDKnH 
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pour tout V C U relativement compact dans U. On remarque de plus que le courant Q A cvp 
s'ecrit sous la forme 

\L\=n—p 

Le courant @ Aup determine une mesure de Radon Positive ||0||t^ donnee explicitement par la 
formule 



\e\UA) := inf / e 

UDA J 



A ojp 



U 



pour tout sous-ensemble A C X relativement compact. L'inegalite H3.3p montre alors que les 
mesures de Radon complexes determinees par les courants @k,h • sont absolument continues 
par rapport a la mesure \\Q\\uj restreinte a I'ouvert trivialisant C/, ce qui prouve que la mesure 
de Radon \\Q\\ui est une masse du courant 0. 

Nous montrons maintenant que la forme 6ij{x) € A"~P'"~pT^^ est positive pour ||0||a;-presque 
tout X ^ X . On designe par 

FP,(c)c^(A7ri)(c/) 

I'ensemble des (p,p)-formes fortement positives a coeficients constants par rapport au repere 
(Ci,-",Cn) et on considere un sous-ensemble {'^u)i>&n C FPp{() dense dans FPp{(). Soit G 
£{A'^'"' Tx){X) le (n,n)-champ de vecteurs tel que iOni^oj) = 1 sur X. On remarque que pour 
tout (p,p)-forme € £{AP'PT^){X) et tout Borelien A C X on a les identites 



eA^ = j{QAip){i^)-LOn = j{eu.A^){i^)\\Q\\^. 

A A A 

On a alors que I'ensemble 

Ey := {x G Dom6'^ n U \ 9^{x) A ipu{x) < 0} 

est un ensemble de ||0||(^-mesure nulle (ici Dom9^ designe le domaine du representant 9uj)- Le 
fait que 

pour tout X € f/ combine avec le fait que, par densite, pour tout if G FPp{C) il existe une suite 
{1^1)1 telle que = limi^^oo^ui entrainent 

e^{x) A (p{x) = lim e^{x) A (fu^ix) > 
pour tout X G Dom6'^ (lU \ UuE^. Ceci entraine la conclusion voulue sur la forme 9uj. □ 

Voyons maintenant quelques exemples fondamentaux de (1, l)-courant positif sur les varietes 
presque complexes. 

3.2 Exemples fondamentaux de courants positifs sur les varietes presque 
complexes. 

On commenge par une definition. 

Definition 3.5 Une sous-variete Y C X de dimension 2p d'une variete presque complexe {X, J) 
est dite presque complexe si J{Ty) = Ty ■ 
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Un exemple de sous-variete presque complexe est constitue par les images 7(P^) C X des courbes 
J-holomorphes regulieres. Les resultats qui suivront vont assurer I'existence d'exemples de sous- 
varietes presque complexes de dimension complexe superieure a un. On commence par rappeler 
la proposition suivante (voir |McD-Sa] ). 

Proposition 3.6 Soit X une variete differentielle de dimension reelle 2n. S'il existe une 2- 
forme uj G <S(A^TJ)(X) non degenere alors I'espace des structures presque complexes compatibles 
avec UJ 

Jx,u ■■= [j (^£{T*x®,Tx){X)\j'^ = -I, uj{Ju,Jv)=uj{u,v), uj{u,Ju) > OVn,^; G Tx,x^{0^}] 
est non vide et contractile. 

On a aussi la proposition suivante, (voir Particle de Audin dans I'ouvrage |Au-Laj l. 

Proposition 3.7 Soit X une variete differentielle de dimension reelle 2n admettant une 2- 
forme lo G £{A'^T^){X) non degeneree et soit Y C X une sous-variete telle que iyUJ soit non 
degeneree. II existe alors une structure presque complexe J G Jx,w telle que (F, J|y) soit une 
sous-variete presque complexe de (X, J) . 

On a le resultat fondamental suivant du a S.K Donaldson (voir |Don| ). 

Theoreme 3.8 Soit {X,oj) une variete symplectique compacte de dimension reelle 2n. Pour 
tout p = l,...,n il existe des sous-varietes symplectiques (YpjiyUj) fermees de dimension reelle 
2p. 

Le premier exemple de courant positif qu'on considere est le courant d'integration sur une 
sous-variete presque complexe Y de dimension 2p de mesure localement finie avec I'orientation 
canonique donnee par la structure presque complexe J|y G <S(Ty®jjTy). Le courant [Y] G Pgpl^) 
s'identifie naturellement avec un element de I'espace 2?^ ^(X) etant Jy f = Jy ^'-^ pour tout 
If G P^^(X), oil ifP'P designe la composante de type {p,p) de la forme if. Le courant [Y] est 
evidemment positif grace a la propriete 13.41 c. Sous les hypotheses du theoreme 13.81 on a alors 
I'existence de courants [1^] lesquels sont de bidegre {n — p,n — p) et positifs par rapport a une 
structure presque complexe Jp G Jx,ui- De plus les courants en question sont fermes, i.e d[Yp] = 
en consequence de la formule de Stokes. La notion intuitive de la masse est clarifiee par 

le lemme suivant qui est une generalisation immediate d'un resultat bien connu dans le cas des 
varietes complexes (voir le chapitre III dans I'ouvrage de Demailly |Dem-lj l. 

Lemme de Wirtinger 3.3 Soit Y C X une sous-variete orientable et orientee de dimension 
2p d'une variete presque complexe {X, J) munie d'une metrique lo G £'(A^'^T^)(X). Si on designe 
par dVy^uj Id forme de volume associee a la restriction a Ty de la metrique riemannienne g{-, •) : = 
Lu{-,J-) associee a la metrique m on a I'existence d'une fonction a G C'^(y, [— 1, 1]) telle que 
Wpj^ = a ■ dVy^uj. De plus \a\ = 1 si et seulement si Y est une sous-variete presque complexe. 
Dans ce cas a = 1 si I'orientation de Y coincide avec I'orientation canonique donnee par la 
structure J|y et a = —1 sinon. La fonction a est identiquement nulle si et seulement si Y est 
une sous-variete uj-isotropique. 

Le theoreme suivant nous fournit un autre exemple fondamental de (1, l)-courant positif. 

Theoreme 3.9 Soit {X,J) une variete presque complexe connexe et f G Psh{X, J) . Alors ou 
bien f = — oo ou bien f G Lj^^{X). Dans ce dernier cas le (1, l)-courant idjdjf est positif. 



17 



Preuve 

Integrabilite locale de /. Avec les notations du theoreme 12.21 on a que pour tout x £ Uxq 
I'application 

: (0,6) xS^x S^^-\Tx,x) ^ X 

{r,9,v) I — >^{re'^,v) 
est une submersion de classe C°°. Par hypothese on a I'inegalite de la moyenne 

27r 

fix) fo^,{r,e,v)d9. 


On considere les ouverts relativement compacts 

Cr,,r,{x) := V5,.((ri,r2) x x S^^^-^Tx , < n < < 5 
et la forme de volume de classe C°° 

dVccip):= j drdeda{v) 

sur I'ouvert liiupxj 

on da designe la forme de volume sur la sphere S*^" ^ {Tx,x)- Avec ces notations 

on a alors 

f{p)dV,{p)= J da{v) j dr j fo^x{r,9,v)de>f{x)Kr,,r, (3.4) 

oii i^ri,r2 > est une constante. Soit W C X I'ensemble des points p € X tels que la fonction 
/ soit integrable sur un voisinage de p. Par definition le sous-ensemble W est ouvert en X et 
/ > — oo presque partout sur W. Si p G W, on pent choisir un point x G W tel que f{x) > — cxd 
et p € Cr^^r^ix)- On deduit alors d'apres I'inegalite H,S.4|) . que la fonction / est integrable sur le 
voisinage Cri^r2{x) de p, ce qui montre que p € W et done que W est aussi ferme en X. On a 
alors soit W = X, soit W = ^. Dans le dernier cas I'inegalite l|,S.4|l . implique / = — oo. On a 
done prouve que soit / = —oo soit / G Lj^^{X). 

Positivite du courant idjdjf. On montre d'abord que pour tout ^ S Pj{Uxo,Tx) la dis- 
tribution idjBjf J^) est positive sur Uxq- Pour tout x € Uxq soient {Ux, c^^) 

<Tg : B} X B^~^ ^UxC Ux, 

les coordonnees du lemme [?.().2l En rappelant I'expression explicite du courant idjdjf on 
aura pour tout ^ € £(Tx){Uxq) les egalites suivantes : 

Le fait que dans notre cas JS] = 0, implique les expressions : 
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oii /S.ZI '■= + dy_^ designe le Laplacien par rapport a la variable zi = xi + iyi ^ dans 
I'ouvert B\ x B^~^. Grace au theoreme de Fubini on en deduit I'inegalite 

pour tout (f € T^{Bj x B^~^), (f > 0. Le Laplacien Az^{f o a^) est done positif, ce qui prouve la 
positivite de la distribution idjdjf{^,J£,) sur I'ouvert Uxg pour tout champ ^ G Pj{Uxa,Tx). 
Nous montrons maintenant que le courant idjdjf est d'ordre zero. 

Soit Ci, Cn un repere complexe du fibre des (1, 0) vecteurs tangents j|c/ • deduit d'apres 
I'identite exterieure (j3.2|l . (avec C a la place de Q*) I'existence de champs de vecteurs pk € 
^(-^x j)(^2:o)' ^ ~ l,...,n^ du type pk = Csfe + ^""'Ctk, o £ Z/4Z tels que les (l,l)-champs de 
vecteurs {pk ^Pk)k=i forment un repere complexe du fibre A^'^ '^u^q - On choisit un point x G Ux^ 
et ^fc G Pj{Uxo,Tx) tels que ^l'^{x) = Pk{x)- On aura alors que les (l,l)-champs de vecteurs 
/^?A;'^)fc=i forment un repere complexe du fibre A^'^ Ty^ ou Vx C C/^o est un voisinage ouvert 
du point x. L'identite 

montre que le courant idjdjf est d'ordre zero. 

Venons-en maintenant a la positivite du courant en question. Soit p une masse du courant idjdjf 
et considerons I'ecriture idjdjf = 9 ■ p. Nous montrons que la forme 9{x) G A^'^ ^ est positive 
pour /x-presque tout x G X. On designe par 

Wx\Ux, :=7V|f/.„n(Q2"xQ2n)^ 

en supposant que I'ouvert Uxq est un ouvert coordonne. D'apres la preuve du theoreme 12.21 
il existe une famille denombrable de champs {S,u)u&n C Pj{Uxq,Tx) telle que pour tout v G 
QTx\Uxf^ ^ Ox il existe G N tel que ^;y(7r(f )) = v {-k designe la projection sur le fibre tangent) 
et pour tout x G Uxq I'ensemble {£,uix))u£N est dense dans Tx,x- La positivite de la distribution 
idjdjf J^) sur I'ouvert C/^Qentraine que I'ensemble 

:= {x G Dom^ n Ux„ \ e{Cu, Jiu){x) < 0} 

est de /i-mesure nulle (ici Dom^ designe le domaine du representant 9). Pour tout x G Dom^n 
Uxo \ ^uEy et pour tout v G Tx^x considerons une suite telle que v = lim;_>_|_oo ^;/;(a;). La 
limite 

9{v,Jv){x)= lim ^(e^,, Jez.J(x) > 
entraine alors la conclusion voulue sur la forme 9. □ 

4 Les potentiels des courants positifs de type (1, 1) sur les 
varietes presque complexes 

Dans cette section nous proposons une conjecture reciproque du theoreme l,S.9l qu'on enonce 
sous la forme suivante. 

Conjecture 1 Soit {X, J) une variete presque complexe de dimension complexe n et soit u G 
V2j^(M.){X) une distribution reelle telle que le (1, \)-courant idjdjU G 'D'^'^(X) soit positif . Alors 
il existe une unique fonction f G Psh{X, J) n Lj^^i^) telle que la distribution correspondante 
coincide avec la distribution u. 
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II est bien connu que la conjecture est vraie dans le cas complexe integrable (voir |Dem-lj ). 
Remarque 1. On considere I'operateur 

En degre zero il se reduit a la forme := —^df o J. En utilisant les identites fondamentales de 
la geometric presque complexe on deduit facilement qu'en degre zero on a I'identite 

idjdj = d<fj + iOjdj - iOjdj, 

qui montre de quelle fagon la torsion de la structure presque complexe represente I'obstruction 
pour le (1, l)-courant idjdjU a etre d-ferme. D'apres I'identite precedente on deduit alors I'egalite 

dd'^u{i,JO=id,,d,u{0. 

On a done que le (1, l)-courant idjdjU est positif si et seulement si pour tout champs de 
vecteurs reel ^ la distribution dd^ u(^, J^) est positive. On remarque de plus que comme dans le 
cas complexe integrable, (cf. |Dem-lj ) on a d'apres la formule de Stokes I'egalite 

if Add'jip - dd'jip Alp = j Lp A d'jij - d'jip A (4.1) 
u au 

pour tout ouvert U C X relativement compact a bord par morceaux et pour tout € 
C2(AP'Prj)(I7) etipe C'^{MjiT^)(U), p + g = n - 1. En utilisant la formule precedente et le 
fait que djdj + djdj = en bidegre (n — l,n — 1), on deduit pour tout (p € V^~^'^~^{X) les 
egalites suivantes 



j idjdjU A If = J dd'jUAip = J u ■ dd'jip = J u-idjdj 



ip. 



X X 

Remarque 2. Soit uj £ £{AYt;^){X) une metrique hermitienne sur Tx,j. On definit le Lapla- 
cien de u € 'D2^(M.){X) par rapport a la structure presque complexe J et la metrique oj par la 
formule 

A /.r^ f; N n ■ id jd jU A uj"-"^ 

Soit {ik)k £ £{Tx,.j){U)®^ un repere local complexe w-orthonorme du fibre Tx,j et soit '■= i]^^ ■ 
En rappelant I'ecriture locale l|1.2|l on obtient I'egalite 

n 
k=l 

^ n 1 ^ 

= -^^{Ck ■ ^k -u + J^k ■ J^k ■u + J[Ck,JCk]-u) = i^^idjdjUi^^k^Jik)- 

k=l k=l 

Ce calcul montre que le symbole de A^^ coincide avec le symbole du Laplacien classique A = 

^■h)^o ^^'^ ~ i^^o JqI'^I^ metrique Jo-invariante plate sur C". On obtient alors 

que I'operateur de Green de A^^ coincide avec I'operateur de Green classique de A au sens des 
operateurs pseudodifferentiels. Si le courant idjdjU est positif alors A^^u est une mesure de 
Radon positive. On deduit alors d'apres la theorie classique des operateurs elliptiques d'ordre 
deux que u € Wl;^{X) := {v G Ll^{X) I dv € Ll^iT^){X)}, (cf. (Hiil, paragraphe 9, theoremes 
9.1 et 9.4). 

Nous montrons maintenant la conjecture dans le cas particulier suivant. 
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Theoreme 4.1 Soit {X, J) une variete presque complexe et f : X — > [—00, +00) une fonction 
semi-continue superieurement telle que f soit continue sur I'ensemhle X\f~^{—oo), f € Li^^{X) 
et telle que le (1, l)-courant idjdjf G V ' (X) soit positif. Alors f G Psh{X, J). 

Avant de passer a la preuve du theoreme 14. II nous aurons besoin de quelques notions et resultats 
preliminaires. On commence par prouver le lemme suivant. 

Lemme 4.0.1 Sous les hypotheses du theoreme \4-l\ le courant id jBj \og{e^ + e) est positif pour 
tout e > 0. 

Preuve. Le fait que / € L\^^{X) implique que I'interieur de I'ensemble /~^(— 00) est vide. 
On deduit que pour tout x € /~^(— 00) et pour tout r > 11 existe y € B^{x) \ /~^(— 00). 
L'hypotliese de semi-continuite combinee avec la continuite de la fonction / sur I'ensemble X \ 
f~^{—oo) entrainent alors la continuite de la fonction e^^ sur tout X, (en particulier I'ensemble 
/~^(— 00) est ferme dans X). On obtient alors la continuite des fonctions fe := log(e-'^ + e). On 
remarque que si u est une fonction de classe on a la formule 

- ee" 

idjdjUp = idjdjU + -. -^7 id ,u f\d ,u 

' ' e« + e ' ' (e« + e)2 ' ' 

et la (1, l)-forme idjU A djU est positive. En effet pour tout champs de vecteurs reels ^ on a les 
egalites 

idjU A djU Ji) = idju{£,) ■ djU{J^) - idjU{J^) ■ dju{£,) = 

= 2dM0 ■ djuiO = \idu{0^ + du{Jif) > 

On en deduit alors que si notre fonction / est de classe la (1, l)-forme idjBjfg est positive. 
Dans le cas general nous considerons une famille de noyaux regularisants (pr;)r;>o sur un ouvert 
coordonnee V C X et les fonctions P f * Pr], fe '■= log(e'^'' + e) G £{U,R) on U C V est 
un ouvert relativement compact dans V. (On remarque que si la structure presque complexe 
n'est pas integrable les (1, l)-formes idjdjP ne sont pas positives). Pour prouver la positivite 
du courant idjdjf^ on remarque que pour tout forme G D'^^iU) positive et pour tout champ 
de vecteurs reels ^ G £{Tx){U) on a les egalites suivantes 



/ 



id,dje{i. Ji) V = lim / id,d,m^ JO ^ 



lim 



u u 

fv ,. fV 



lu u 
De plus on va montrer I'egalite 



H I -4r—id,d,P{^,J0^= [ -^id,dJi^,JO'P>0- (4.2) 
v-*o J eJ + e J eJ + £ 



u u 

On aura alors 



r e-i - r eeJ 



u u u 
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La derniere limite est positive car la forme idjf^ A Bjf"^ est positive. Pour prouver I'egalite 
(|4.2|) il sufRt de montrer que la suite {}d jd j P)rj>o converge vers le courant idjdjf aussi dans la 
topologie faible des courants d'ordre zero. Ce fait combine avec le fait que la suite de fonctions 
e^"^ /{e^^ + e) converge uniformement vers la fonction /{e^ + e) prouve I'egalite (|4.2jl . Pour 
prouver la convergence de la suite {idjdjf'^)rj>o dans la topologie faible des courants d'ordre 
zero il suffit de montrer la convergence de la suite 

{idjBjP - {idjBjf) * p^)^>o 

dans la meme topologie etant donne que la suite {{idjdjf) * Prf)q>o est convergente dans cette 
topologie. D'apres le lemme [8. 1.1 1 il suffit done de remarquer I'inegalite 

suvii{id,djP - (idjBjf) * Pr,)iU) < C||/||iyi,i(m < oo 
qui decoule du lemme de K.O. Priedrichs (cf. |Hor-l| ). □ 
On rappelle la definition suivante. 

Definition 4.2 Un sous-ensemble A C U d'un ouvert U C M™" est dit polaire si pour tout point 
X G U il existe un voisinage ouvert connexe Vx C U de x et une fonction u sous-harmonique sur 
Vx, u ^ — oo, telle que AClVx C {y & Vx \ u{y) = — oo}. 

D'apres le theoreme 11.41 on a qu'un sous-ensemble polaire est de mesure de Lebesgue nulle. On 
a le theoreme classique suivant (cf. |Dem-lj . chapitre I). 

Theoreme 4.3 Soit A C U un sous-ensemble polaire ferme et soit v une fonction sous-harmonique 
sur I'ouvert U \ A, borne superieurement sur un voisinage de tout point de A. II existe alors une 
unique extension sous-harmonique v de v sur U . En particulier si v est une fonction continue 
sur U et sous-harmonique sur I'ouvert U \ A alors v est sous-harmonique sur U . 

Preuve du theoreme 14.11 D'apres le lemme 14.0.11 il suffit de montrer le theoreme dans le 
cas d'une fonction continue etant donne que la fonction / est limite decroissante des fonctions 
continues fg := log(e-'^ + e) (lorsque e tend vers zero) et une limite decroissante de fonctions 
plurisousharmoniques est plurisousharmonique. A partir de maintenant on suppose done / con- 
tinue et on remarque que pour tout courbe J-holomorphe 7 : Bp — > X la fonction / o 7 est 
sous-harmonique sur B^ si et seulement si elle est sous-harmonique sur I'ouvert 

{zeBl\d,^^o}. 

Ceci decoule du fait que I'ensemble {z € Bj^ \dzj = 0} est fini (voir |McD-lj . chapitre II) et 
du theoreme 14.81 On peut done supposer que la courbe J-holomorphe 7 : Bp — > X est un 
plongement. 

D 'autre part on remarque qu'une fonction continue u : 17 C M" — > M est sous-harmonique si et 
seulement si Au > 0. En effet en considerant une famille de noyaux regularisants usuels {pe)e>o 
on a < (An) * = A{u * ps) ■ On deduit alors I'inegalite 

u * ps dX > {u * Pe){x)- 



\{Br{x)) 

Br(x) 

En passant a la limite pour e tendent vers zero on deduit la sous-harmonicite de u. On va done 
montrer I'inegalite A(/ o 7) > pour tout plongement J-holomorphe 7 : B^p — > X. D'apres le 
lemme 1^.0.81 on a, quitte a restreindre p > 0, I'existence d'un plongement 

a-.Blx B';~^ a{Bl x B;-^) C X 
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qui preserve les orientations canoniques tel que a{-, Z2) soit une courbe J-holomorphe pour tout 
Z2 £ ^p~^ et a{zi,^) = 7(^1), zi = t + is. Le fait que le champ := da{-^) o soit J-plat 
sur I'ouvert cr{B}^ x B^~^) implique les egalites 



1_ . . ...... 1 



oii := df + dg designe le Laplacien par rapport a la variable zi = t + is G dans I'ouvert 
Bp X Bp~^. Le fait que le plongement a preserve les orientations canoniques implique I'inegalite 

A,,(/oa) >0 

sur I'ouvert Bj, x B^"^. Considerons maintenant une famille de formes positives 

i6s)s>oCV^-''^-\B;-Y 

convergentes faiblement vers le courant de Dirac 60 € en lorsque e tend 

vers 0, (sur le cone des courants positifs la topologie faible coincide avec la topologie faible des 
courants d'ordre zero). Si on designe par p2 B^ x B^"^ — > la deuxieme projection on a 

[B] X 0] = lim 

oil la limite est considere dans la topologie faible des courants d'ordre zero. 

Pour tout forme G 'D^'^{Bp x Bp~^, Jo)"*" positive par raport a la stucture presque complexe 

canonique de C" on a 

0< j A,,{foa)p*26eAip= J (/oct)p*4 aA,,(/?. 

B^^xB^-' B},xB'',~^ 
Si on designe par j : B^ —>■ B^ x B^^^, j{Bp) = B^ x 0, I'immersion canonique on a 

yA(/o7)jV = y(/o7)A(i» = lim I if o a) pl6e A A,,^>0. 

Bl Bl BlxB'^-^ 

La surjectivite de I'application € 'D^'^{Bp x B'^^^^Jq)'^ i-^ j*ip G V^'^{B'^)^ permet alors de 
conclure. □ 



5 Sur la regularisation des potentiels sur les varietes presque 
complexes avec controle asymptotique de la perte de 
positivite du courant 

Pour la solution de la conjecture dans le cas general d'une distribution reelle u (qui est un 
element de Wl;^{X) d' apres la remarque 2 de la section precedente) nous proposons une tech- 
nique de regularisation globale des potentiels u des (1, l)-courants positifs du type idjdjU sur 
les varietes presque complexes analogue a celle utilise avec succes par Demailly |Dem-2j dans le 
cas complexe integrable. La necessite d'utiliser une technique globale derive du fait que sur une 
variete presque complexe non integrable on a pas de coordonnees naturelles qui permettent de 
regulariser u sans perte de positivite du courant idjdjU. 
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Soit {X,J) une variete presque complexe et u; G £'(A^'^rj)(X) une metrique hermitienne sur 
Tx,,j- Soit exp"^ : U C Tx — > X le flot geodesique induit par la connexion de Chern du fibre 
tangent 

Z)^ : £(Tx,j) £{T*x ®. Tx,.j) 

associe a la metrique uj, (ici U C Tx designe un voisinage ouvert de la section nulle). On designe 
par 

exp^^^ := exp^(e-) : Tx,x n e'^U — > X, e > 0, 

et on considere une fonction x '■ ^ — ^ de classe C°° telle que xi^) > pour t < 1, = 
pour t < 1 et x{\v\'^) dv = 1. On introduit alors les fonctions Xei't) '■= xi't/^'^)/^'^^ et 
I'operateur regularisant 



Mx):= I noexp-(C)-x.(lClL)^= / o exp-, (C) • xdCl 



, ,n 
2 -.'^ 

n\ ' 

Etudier la conjecture revient a etudier le controle asymptotique de la positivite des (1, l)-formes 
idjdjUe car si idjdjU > alors, comme dans le theoreme de Demailly qui suivra |Dem-2j . la 
suite de fonctions converge de fagon decroissante vers la fonction u lorsque e tend vers zero. 
Avant de presenter le theoreme de Demailly nous introduisons les definitions suivantes. 

Definition 5.1 Soit {X,J) une variete presque complexe et uj G £{A^y^T^){X) une metriques 
hermitienne surTx^j. On appelle courbure de Griffiths inferieure du fibre hermitien {Txj,uj) la 
fonction Guj{Tx,.j) ■ Tx \ Ox — ^ ^ homogene de degre deux sur les fibres de Tx definie par la 
formule 

Gu{Tx,j)x{0 ■= mm — '■ ^ 



-'^ J ^ '^(Herm(T|' designe la courbure de Chern de (T 

a : ^c{Tx,j) ^T^j), ^ ^ 



une application fibre de classe C°° telle que (B = Tx.x, £, £ Tx,x \ pour tout x ^ X . 
On appelle courbure de Griffiths a-partielle inferieure du fibre hermitien {Tx,j,oj) la fonction 
^lJ^C^Xj) '■ Tx \ Ox — ^ homogene de degre deux sur les fibres de Tx definie par la formule 

Gt{Tx,j)x{0 ■■= min "'^^ , 

On remarque que le nombre Guj{Tx,,j) est la plus petite valeur propre de I'endomorphisme 
hermitien iC^{Tx.j){£,-, JC) de (Tx,j,a;), oii Cuj{Tx,j) designe le tenseur de courbure de Chern 
de (Tx,j,<jj). De plus on a I'inegalite evidente G^°'{Txj) > Gaj{Tx,j)- Une application a pent 
etre induite par une metrique hermitienne sur Tx par exemple. II est facile de voir (cf. |Dem-2j ) 
qu'il existe une metrique hermitienne uj sur x C, on C est une courbe holomorphe de gendre 
g >2 telle que G^'^{Tx,j) > 0. On pent enoncer le resultat de Demailly sur la forme suivante. 

Theoreme 5.2 (Demailly) Soit {X,J,uj) une variete complexe hermitienne telle que 
G^°'{Tx,j) > pour une certaine a et soit une fonction quasi-plurisousharmonique telle que 
idjdjip > 7, OM 7 est une (1, l)-forme continue. Soit exph*^ la partie holomorphe sur les fibres 
du fibre tangent de I 'application exponentielle exp*^. L'operateur regularisant 

/uj"" 
^oexph-(C)-x.(IClL)^ 
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verifie les proprietees suivantes : 

A) la suite de fonctions ('0e)e>o C <S(X, M) converge ponctuellement de fagon decroissante vers 
ip lorsque e > tend vers zero, 

B) on a le controle idjdjipe > 7 — SeUJ sur la perte de positivite, ou {6e)e>o C (0, +00) est une 
famille de reels qui tend vers zero de fagon decroissante lorsque e > tend vers zero. 

Le theoreme precedent reste valable meme si on considere simplement I'application exponentielle 
exp*^, mais les calculs de la preuve deviennent plus compliquees. Dans le cas presque complexe 
non integrable on ne pent pas envisager de definir I'application exph^, pour des raisons delicates 
sur le jet d'ordre deux de la structure presque complexe. 

On estime que le lemme 15.1.11 de la sous-section qui suivra pent etre utile pour la preuve de 
la conjecture. On rappelle d'abord la notion de coordonnees presque complexes centrees en un 
point, notion qui a ete introduite dans |Palj . On rappelle le corollaire suivant qui a ete montre 
dans IPall . 



Corollaire 5.3 Pour tout point x d'une variete presque complexe {X,J) il existe des coordon- 
nees {zi,...,Zn) de classe C°° centrees en x telles que les matrices A{z) et B{z) de la structure 
presque complexe 



Ak,i{z) dzi (g) h Bk,i{z) dzi ® J— + Bk,i{z) dzi®- h Ak,i{z) dzi (g) — 

^ ^ OZk (JZk (JZk oz, 

relatives a ces coordonnees admettent les developpements asymptotiques 

B{z) = B'Zr + (b'-'' ZrZs + B'''' Zr-Zs 



+ J2 (B"^'''' ZrZsZt + B"^'"'' ZrZsZt + B"-'"'' ZrZsZtj + 0{\z\^) (5.1 



r,s,t 



A{z) = zI,^ + ^Y B" -B' ZsZr + \Y. f^*"' • + B''' ■ + • ^''') ^rZsZt 



2^ — ■ 4 



r,s,t 

oil B^, B'^'^, B^'^, B^'^'^, i?^''*'*, i?^'**'* g M„^„(C) sont des matrices telles que B^'^ soit symetrique 
par rapport aux indices r, s, B^'''^'^ par rapport a r, s, t, i?'''*'* par rapport a r, s, B'^'^'* par rapport 
d s,t et Bli = pour r < I, B''^^^^ = pour r,s < I, B''^^^^ = pour r < I, -B^'^'* = pour r,s,t < I, 

-^fcz * ~ pour r,s < I, et Bl.'^^ = pour r < I. De plus si on considere I'expression locale de la 
forme de torsion de la structure presque complexe 

l<k<l<n l<k<l<n 

l<r<n 

oil Ci ■■= {d/dziYf G £{Tlrj){U^), I = 1, ...,n est le repere locale du fibre des {l,Q")-vecteurs T-^ j 
issue des coordonnees (zi,...,Zn) on a I'expression 

Kii^) = \ + \ E - <n + B% -z\ + 0(\zf) 
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pour tout k < I. Le jet d'ordre /c = 0, 1 de la forme de torsion de la structure presque complexe 
au point x est nul si et seulement si les coefficients B^,^^{z) de la structure presque complexe 
relatifs aux coordonnees en question s'annulent d I'ordre k + 1. 

Les coordonnees precedentes sont appelees coordonnees presque complexes d'ordre 3 au point x. 



5.1 Expression locale normale, asymptotique a I'ordre deux du Hessien presque 
complexe 

Nous avons la definition suivante. 

Definition 5.4 Soit {X, J) une variete presque complexe de dimension complexe n. Pour tout 
distribution reelle u £ X'2n(^)(^) ^^''^^ champ de vecteurs reel ^ S £{Tx){X) on definit le 
Hessien presque complexe par la formule 



1,0 cOM 



1 



iC-tu + J^- J^.u + J[^,J^].u). 



Avec les notations du corollaire 15.31 on a le lemme suivant. 



Lemme 5.1.1 Soit {X,J) une variete presque complexe et u £ 'D'2n(^)i-^) ''"'^ distribution 
reelle sur X. Soient des coordonnees locales presque complexes d'ordre N > 3 en un 

point X X . Alors pour tout champ de vecteurs reels ^ = {^k-^ ~^ ^^-^ 
asymptotique d I'ordre deux du Hessien presque complexe suivante : 



on a I expression 



kJ 



dzkdzi 



66 + Y,^e 



Qki{z^0T^n^[z) + Qk,i{z,0^r7^{z) 



k,l 



dzkdzi 



dzkdzi 



+ 



k,Ls 



+ Y,^e [Rl^{z)ikii + Rlj{z)ikii + Rlj{z)Mi)^{z) +0(|z|=^)(6e) 



du 



ou 



Q, j{z, ■■= 2i i^hBiA^) ^6 + E ^k,s [Bit 66 + Bl, 66 

t s,t,r,h 

QkA^^O :=^E (j<5*2-Sfc,f(2)66 +jet25i,t(2)66 



ZrZh J 



E [\ (^M + ^^^t ) ^s,t ZrZh - B'k^.Bi t ZrZh 66 



:,t,r,h 



et ]et2Bi f{z) est la composante {l,t) du jet d'ordre deux au point zero de la matrice B{z) de 
structure presque complexe par rapport aux coordonnees en question. De plus 



r,h 

■■=E{E ^IkKl + -Zr) 

r t 

I \ ^ ( TjS,r,h , TjS,r,h - , jjs,f,h _ _ \ 

+ Z^[^kJ ^rZh + R^j ZrZh + R^j ZrZh) 

r,h 
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{voir I'appendice pour les expressions des coefficients Rtlt'*). Enfin 0(|zp)(.^, designe un 
polynome homogene de degre deux par rapport aux variables ^k, Cfc et a coefficients dans ?ti(<So(C))^- 
■^2n(^)o; m(ifo(C)) dcsigne I'ideal maximal dans I'anneau des germes des fonctions C°° a 
valeurs complexes definis sur I'origine) tel que 0(|z|^)(^,^) = 0{\zf){^,^). Si le jet d'ordre un 
de la forme de torsion de la structure presque complexe est nul au point x alors V expression 
assymptotique du Hessien presque complexe se reduit a la forme 

a' 



k,l 



-2 J2 ^™ 



2B I ZrZh + B I ZrZh 



k,Ls,r,h 



du 
dz. 



5"^ de plus la structure presque complexe est integrable alors par rapport a tout coordonnees 
complexes centrees en x €z X on a I 'expression classique 



k,l 



Preuve. On va ecrire les expressions des operateurs differentiels J^. et J[(,,JS,]- Avec les 
notations introduites precedemment on a 



d 

OZk 



(5.3) 



Bien evidemment il sufRt d'effectuer nos calculs pour des champs de vecteurs reels a coefficients 
constants. A partir de maintenant on va done supposer que le champ ^ est a coefficients constants 
par rapport aux coordonnees presque complexes en consideration. On a alors J^. = T + T ou 



dAs,t^ , dBs,t- 
~a — « + ~a — ^* 

OZk OZk 



_d_ 

dz. 



{Ak,iii + Bk,iii)[A,^tit + B,^ti 



dzkdz. 



OA., 



dB, 



k,l,s,t " 

+ Uk^i + Bk,i^i] (As4t + Bs,ti 



k,Ls,t 



_d_ 

dzs 



dzud 



kOZs 



En utilisant les expressions (|5.2p et IjS.ip on a 



dA 

dzk 



(z) = ^Yb'' -B^zr + 'Y {b'^'^-B' + b'' -B^ + IB'.B 



r?fc,r 



ZrZt 



r,t 



+ i S • + ■ + 25''* • B^) ZrZt + 0{\zf) 



r,t 
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r,t 



55 

dzk 



= + (^^^'^'^2,2, + 2B'-''~^ZrZs^ + 0(|zp) 

r r,s 

On explicite maintenant les quatre termes de I'operateur T a I'aide des expressions precedentes 
sur les derivees premieres des matrices A, B et des relations H5.2|) . (|5.H) . 
I-er terme de I'operateur T : 



k,l,s,t 



dzk 



dzk ) dz, 



k,s,t 



k,l,s,t,r,h,j 



+ Yl '^k,lB]izrZhil^t-^^+0{\zf)-^^ 
k,Ls,t,r,h 



Il-eme terme de I'operateur T : 



k,Ls,t 



dzkdzs 



[ - ikii + 2i J] iet^Bi^tiz) ikit - E ^ 

k,l t r,h,j,t 



+ E BlsBlzrZHUtJ^+0{\zf)^ 



kjBj t ZhZrilit 



92 



dzkdzi 



k,l,s,t,r,h 

Ill-eme terme de I'operateur T : 



dzkdzi ' ^' ' ^ dz"^ 



k,Ls,t 



k,s,t 



dzk 



dzk azk ) dzs 
— 4fe?t I 



E/ 9^4^ J - ^ dBs t ^ ^\ d 



+ 



Y [Bl,iB^,t zr Ut + ^ E {BlMiB':,tZhZr ^i^t - %^iBl^Bl,ZhZr Ut) 



k,Ls,t,r 



_d_ 

dzs 



+ 



Y [{'^Kl^it + -ZrZH + {bIiB':} + ) -ZrZH 



k,Ls,t,r,h 
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IV-eme terme de I'operateur T : 



92 



k,Ls,t 



dzhdzs 



. ^2 _ _ ^2 



' dzkdzi 



k,l,s,t,r,h 



+ 0{\zf) 



dzkdzi 
d 



dzdz 



dzkdzi 

Venons-en maintenant au calcul du champ de vecteurs J[.^, J^]. On remarque d'abord que : 

'dA,.t . . dB,,t . , dA,.t . , 



f-^ \ dzk dzk dzk dzk 

k,s,t 



/ ^ I fl- KkKt + o- 4fc4t + -5 — 4t4fc + — KkKt I ^ 

— ' \ /t/?^7. /77:7. nv.,. n7.,. J nr.. 



) dzs 
d 



k,s,t 



\ dzh 



dzk 



dzh 



dzk 



dz. 



En appliquant la relation H5.3|l avec J^] a la place de 4 on a J[^, J^] = r] + rj avec 



77 := ^ 

k,s,t,r 



dA,t^ , dBst^ f dAst^- dBstp ^ 

a ' 4fc4t + a ' 4fc4f + ' + a- ' 4fc6 

dzfc dzfc dzfc dzfc 



^Bst, , 

+Br,s Q- ' + r^- ' gfcgf + ^ ' gfgfc + Q ' Cfcgf 

dzfc dzfc dzfc dzfc 



En tenant compte des relations (|5.2jl . I|5.H1 et celles sur les derivees premieres des matrices A, 
B dans I'expression du champ rj on obtient : 



V = iY 



dA,, 



dzk 



dBs ,t 
dzk 



dAs ,t. 
dzk 



+ E (<sB%z,-z,-\Y.<A<t-zrzK)ikit^ 



d 



k,Ls,t,r,h 



+ Y [B\sBltZi + Y.{^^'r,sBli^h-zi+B[^,B, 



k,h - - 
S t Zl^h 



' dZr 



En regroupant et en simplifiant les termes obtenus jusqu'ici (et en symetrisant de fagon ade- 
quate les coefficients) on obtient I'expression asymptotique voulue pour la distribution Hju{^). 
Si maintenant on suppose que la structure presque complexe est integrable il existe d'apres 
le theoreme de Newlander-Nirenberg des coordonnees locales complexes. La structure presque 
complexe s'ecrit alors par rapport a ces coordonnees sous la forme 

J{z) = Jo = iY (dzk <8) ^ - dzk <8) ^ 
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Un calcul immediat montre alors que pour tout champs de vecteurs reels ^ a coefficients constants 
par rapport aux coordonnees complexes on a : 

2 ^ ozhOZi 

k,i " ' 

(bien evidemment J^] = 0), ce qui permet de conclure dans le cas d'une structure presque 
complexe integrable. □ 

6 Appendice 

6.1 Expressions des coefficients i?* * * du Hessien presque complexe 



R^'f ■.= '-y bI (BlkB'^i + B^j^B^^i + BIiB'Ij, + ) 

t 

'■= "2 E B's!t[Bli + 

i 

-'^fc/ 2 ^ \^t,k^s,l + ^t,k^s,l + ^^t,kBs,l ) 

t 

R^f := + {^Bi,B'i + BifBi, +B[j;^:,+\Y: ^B^i^Bi;) 

t j 

t,j 

— ~4 2^ [Bj,kBs,l + Bj^lB. k j 

^kj 4 2^ y^t i^B^ i + B^ i^B^ i + Bt iB^ ,^ + B^ iB^ i^ j . 

t 
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